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1. p-listes
Définition
Soit E un ensemble fini et p est un entier naturel.
Alors une p-liste d’éléments de E est un p-uplet d’éléments de E.

Remarque :  EP est I’ensemble des p-uplets d’élements de E.
Il'y a une seule O-liste : ().

Propriété

Sip=20alorscard EP =1
S.{cardE=nEN
p € N*

Preuve

alors card EP = nP.

Il'y a une seule O-liste : ().

Initiaisation (p = 1):

Il'y an 1-listes d’éléments de E.

card EP =n =nP

Hérediteé :

Supposons que si card E = n alors card EP = n? pourun 1 < p fixé.
Supposons que card E = n.

card EP*1 = nPp = nP*1

c.g.f.d.

Exercice 1 a faire avec le professeur

Soient E = {a, b, c}
card E = 3.

1) Listez les O-listes d’éléments de E.

2) Combieny a-t-il de 0-listes d’éléments de E ?
3) Listez les 1-listes d’éléments de E.

4) Combieny a-t-il de 1-listes d’éléments de E ?
5) Listez les 2-listes.

6) Combieny a-t-il de 2-listes ?

7) Combieny a-t-il de 3-listes ?

8) Combieny a-t-il de 4-listes ?

9) Combieny a-t-il de 5-listes ?

Solution
1) ()
1

3) (a),(b),(c)

4) 31 =3

5) (a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c) (ca),(chb), (cc)
6) 32=9
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2. Arrangements
Définition
Soit E un ensemble fini et p est un entier naturel.
Alors :
e un arrangement de p éléments de E est une p-liste d’éléments de E tel que les éléments de

cette p-liste sont différents deux a deux distincts ;
e une permutation de E est un arrangement de card E éléments de E.

Propriété

Soit E un ensemble fini et p est un entier naturel.

Soitn = card E.

Remarque : on note AY le nombre d’arrangements de p éléments de E quand p < n.
Alors :

n!
. Af’l:(n_—p)! quandp < n

. nl! n(n-1)n-2)..(n--1)n-p)(n-(p+1))..1
Remarque : A? =

C (-p)t (n-p)(n-(p+1))..1
=nn—-1)n-2).. (n —(p— 1))
e Sip > nalors le nombre d’arrangements de p éléments de E = 0.
e Le nombre de permutation de E = n!

Remarque: n!=nn—-1)n-2)..1
ol=1

Preuve

Initialisation (p = 0):
Il'y a 1 arrangements d’un élément de E.
n!

A9 =1= ———
n (n—0)!

Hérediteé :

Supposons que AP =

n!

(n—-p)!

n!

(n-p)!

pourunp < n — 1 fixé.

n!

P+l _ AP o —
An' = An(n—p) (n-(p1)!

c.g.f.d.

(n—p)=
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Exercice 2 a faire avec le professeur

Soient E = {a, b, c}

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

card E = 3.

Listez les arrangements de 0 €lément de E.

Combien y a-t-il d’arrangements de 0 élément de E?
Listez les arrangements d” 1 élément de E.

Combien y a-t-il d’arrangements d’ 1 élément de E?
Listez les arrangements de 2 éléments de E.
Combien y a-t-il d’arrangements de 2 éléments de E?
Listez les arrangements de 3 éléments de E.
Combien y a-t-il d’arrangements de 3 éléments de E?
Listez les permutations de E.

10) Combien y a-t-il de permutations de E?
11) Combien y a-t-il d’arrangements de 4 éléments de E?

Solution
1) ()
2) Ad=1
3) (a),(b),(c)
4) Ak =3
5) (a,b),(a,c),(b,a),(b,c) (ca), (cb)
6) A2=32=6
7) (a,b,c),(a,c,b),(b,a,c),(bca) (cab) (cb a)
8) A3=321=6
9) (a,b,c),(a,cb),(b,a,c),(bca) (cab) (cb a)
10)6
11)0
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3. Combinaisons
Définition
Soit E un ensemble fini et p est un entier naturel.
Alors : une combinaison de p éléments de E est une partie de E qui contient p éléments.

Propriété

Soit E un ensemble fini et p est un entier naturel.
Soitn = card E.

Remarque : on note C~ ou (Z) le nombre de combinaisons de p éléments de E quand p < n.
Alors :

P
D _ A_TL _ n!
o (C, = = D] quandp <n

e Sip > nalors le nombre de combinaisons de p éléments de E = 0.

Preuve

Fixonsp et ntelsque p < n.
Pour chaque combinaison de p éléments de E, il y a p! arrangements de p éléments de E.

D
cp =
n p!
n!
A _@-p!_
p!fd p! p!(n —p)!
c.q.f.d.

Exercice 3 a faire avec le professeur

Soient E = {a, b, c}
card E = 3.

1) Listez les combinaisons de 0 élément de E.
2) Combien vy a-t-il de combinaisons de 0 élément de E?
3) Listez les combinaisons d’ 1 élément de E.
4) Combieny a-t-il de combinaisons d’ 1 élément de E?
5) Listez les combinaisons de 2 éléments de E.
6) Combien y a-t-il de combinaisons de 2 éléments de E?
7) Listez les combinaisons de 3 éléments de E.
8) Combien y a-t-il de combinaisons de 3 éléments de E?
9) Combien y a-t-il de combinaisons de 4 éléments de E?

Solution
1) {} .
3) {a}, {b}; {c}

4 ct="=2=3
5) {a,b},{a,c} {b,c}
2
6) (2="=22=3

7) {a,b, 0}3

3 _ 43 321
8) (5= 3? 321
9) 0
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4. Triangle de Pascal

Propriété
Pour tout entier naturel n > 0 : cl=1
c=1.
Pour tout entier naturel n > 1: Ci=n.
Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel p telsque 0 <p < n: c, P =

Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel p telsque 1 <p <n-—1:

Preuve
p n!

R — <p<
‘o O SPET
0 n! n! L
C"_O!(n—O)!_E_

n! n! n!

C;Ll: = = — =

n'(n—n)! nl0! n!
o1 n! oot (-1
"TThm—-1) (-1 -1 "

n! n!

n-p

b =) (—pipl

p—-1 p _ (n-1)! (n-1)!
Cpt +Cny = (P-D!(n-1-(p-1)!  p!(n—1-p)!
_ (n-1)! (n-1)!
T (p-1)!(n-p)! | pl(n-1-p)!
_ (n-1)!p (n-1)I(n—p)

T (p-D!(n-p)lp ' pl(n-1-p)!(n-p)
_ (n-Dlp (n—-1)!(n—-p)

"~ pl(n-p)! | pl(n-p)!
_ (n=-Dp+(n-1)!(n-p)
- p!(n—p)!
_ (m-Dp+(n-Dn-(n-1D!p
- p!(n—p)!
_ (n-1n
p!(n-p)!
_ n!
plg)n—p)!
= Cn

c.g.f.d.

Exercice 4 a faire avec le professeur

Cﬁ = Crzl)—_ll + Cr?—1

Construire le triangle de Pascal avec n allantde 0 a 5 et p allant de 0 a 5.

Exercice 5 a faire seul

Construire le triangle de Pascal avec n allant de 0 a 8 et p allant de 0 a 8.
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Solution de I’exercice 4

0 1 2 3 4
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5
n
Solution de P’exercice 5

0 1 2 3 4 | s 6
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7
8 1 8 28 56 70 56 28
n
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5. Formule du bindbme
Hypotheses:

(F,+,.) estun « corps commutatif », a € F, b € F, n € N.
Remarque : « corps commutatif » = « field » en anglais.

These :

n
(a+b)" = z Cia™ bt
i=0
en définissant, uniquement pour ce théoréme, 0° = 1.

Démonstration :
Initialisation : Sin = 0 alors :

0 n
(@+b)"=(@+b)° =1=111=Ca’h° = Z Cla®ipi = Z Ciamipi
i=0 i=0

Hérédité :
Soit un entier naturel n.
Supposons qu'on a: (a + b)™ = XL, Cra™ bt Alors :
(a+b)™t =(a+b)la+b)"=(a+b) Y Cla™ bt =aXl,Cia™ ‘b + b Y-, CLa™ b}
— n_o Cﬁan—i+1bi + 2?_0 Cﬁan—ibi+1
— CT(z);ln—0+1bO + Zln=1 C,i,_a”‘”lbi + Z?;ol Crilan_inl + Crrlzan—nbn+1
— Cgan—0+1b0 + 2?=1 C,ilan_H'lbi + Z?=1 Cr(li—l)an—(i—l)b(i—l)+1 + Crrllan—nbn+1
= (0an-0+1p0 4 2?=1(Crilan—i+1bi + Cr(li—l)an—(i—l)b(i—l)+1) + CranpnH
— Cgan—0+1b0 + 2?=1(C7ilan—i+1bi + Cril—lan—i+1bi) + Cgan—nbn+1
— Cgan—0+1b0 + 21} L ((Crlz + CTil—l)an—i+1bi) + Crrllan—nbn+1
i= :
Oor:c=cl,,;ct+ci~t=cl,, pourtout nombre naturel i tel que 1 < i < n; CP = CL.
(a + b)n+1 — C,?+1an_0+1b0 + Z?=1 C,iH_lan_Hlbi + Cﬁ_:-llan—(n+1)+1bn+1
— Z?:Ol C7§L+1an—i+1bi
— Z?:Ol C£+1an+1—ibil
On a donc I’hérédité.
Conclusion :

Par récurrence, on a la thése.
c.q.f.d
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Exercice 6 a faire avec le professeur

4
. 1 P
Développez (3x - 5) avec la formule du binéme.

Solution

1\* -n\*
(3x-3) = (3’“ + (7))
-1\1 -1\2 -1\3 -1\*

= 0B+ R0 () + 2602 (F) + 360N (F) +ci(T)
= 1(81)x* + 4(27)x3 ‘71 + 6(9)x2 i + 4(3)x_?1 + 1%
= 81x* —54x% + Zx? —2x 4+ =

2 2 16

Exercice 7 a faire seul

Développez les produits suivants avec la formule du binéme.
a) (=3+2x)°
b) (2 —3i)*
Solution

a) —243 + 810 x — 1080 x% + 720 x® — 240 x* + 32 x5
b) —119 + 1201
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6. Les différents types de tirages

Remarque : cet exercice est inspiré du TP2 page 318 du livre « MATH Term S Obligatoire,
Programme 1994, Nouveau Transmath — NATHAN ».

Remarque : cet exercice est a faire avec le professeur.

Une urne contient 5 boules nommée A, B, C, D, et E.

Exercice 8 a faire avec le professeur

Tirage avec remise
Soit I’expérience aléatoire définie par le protocole suivant :
e On effectue 3 tirages successifs avec remise.
¢ On note le nom de chaque boule suivant I’ordre dans lequel elle a été tirée.
Cette 3-liste est le résultat de I’expérience.
1) Combieny a-t-il de résultats possibles ?
2) Combieny a-t-il de résultats possibles dans chacun des cas suivants :
a. Lapremiére boule tirée est la boule C, la deuxiéme est la boule D, et la troisieme est la
boule A ?
b. La premiere boule tirée est la boule C, la deuxieme est la boule D ?
c. Ladeuxieme boule tirée est la boule A, la troisieme est la boule B ?
d. Latroisiéme boule tirée est la boule A ?

Tirage sans remise
Soit ’expérience aléatoire définie par le protocole suivant :
e On effectue 3 tirages successifs sans remise.
e On note le nom de chaque boule suivant 1’ordre dans lequel elle a été tirée.
Cet arrangement de 3 ¢léments est le résultat de 1’expérience.
1) Combieny a-t-il de résultats possibles ?
2) Méme question que la question 2 précédente.

Tirage simultané
Soit I’expérience aléatoire définie par le protocole suivant :
e On effectue 3 tirages de fagon simultanée.
e On note les trois noms des trois boules tirées.
Cet ensemble de 3 éléments est le résultat de 1I’expérience.
3) Combien vy a-t-il de résultats possibles ?
4) Combieny a-t-il de résultats possibles dans chacun des cas suivants :
a. L’ensemble des boules tirées contient la boule C ?
b. L’ensemble des boules tirées contient la boule A et la boule C ?
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Solution

Tirage avec remise.

1) 53
2)

Qoo
Ul U1 Ul =

2

Tirage sans remise.

1) A3
2)
a. 1
b. Al
c. Al
d. 43
Tirage simultané.
1) C3
2)
a. C?
b. ¢i
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7. Exercices d’analyse combinatoire des TC
Instruction : faire les deux premiers exercices avec le professeur et faire les autres exercices seul.
Exercice n°9 (2014)

Partie A.
Louis Braille (1809 — 1852) a créé, avec l'un de ses amis Foucault, un systeme d'écriture destiné aux
aveugles.

L'alpahabet comporte des signes représentant les lettres, les signes de ponctuation, les chiffres et les
signes mathématiques. Ces signes sont formés par des points en relief, au maximum 6,
disposés sur deux lignes verticales et trois horizontales.

Par exemple, le signe ci-contre représente la lettre N.

1. Combien y a-t-il de signes différents ?

2. Combien y en a-t-il comportant 5 points en relief ?

3. Combien y en a-t-il comportant au moins 4 points en relief ?
Partie B.
On dispose des 8 lettres du mot JACINTHE (sans répétition) pour former les mots.
1. Combien de mots de six lettres peut-on ainsi former ?
2. Combien de mots de six lettres dont la deuxieme et la derniére sont des voyelles et les quatre
autres des consonnes peut-on ainsi former ?
3. Combien de mots de six lettres comportant deux voyelles et quatre consonnes peut-on ainsi

former ?

Exercice n°10 (2013)

On choisit simultanément et au hasard 5 cartes dans un jeu
de 32 cartes.

1) Quel est Tle nombre total des choix possibles ?
2) Combien y a-t-i1l1 de résultats comprenant
a) exactement 2 valets ?
b) aucun as ?
¢) au moins 3 dames ?
d 2 tréfles et 3 carreaux ?
e) 2 cartes d’une couleur et trois de 1’autre ?
f) au moins un roi ?
Exercices supplémentaires
3) Combien y a-t-il de résultats comprenant
a)une paire de roi et une paire d’as ?
b) deux paires ?

Note: Un jeu de 32 cartes contient 4 couleurs (8 carreaux, 8 trefles, 8 piques et 8 cwurs).

Chaque couleur contient 8 cartes de différentes valeurs : 7, 8, 9, 10, valet, dame, roi, as.

12
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Exercice n°11 (2012)

Un sac contient 9 jetons numérotés de 1 a 9.

1) On tire successivement avec remise 3 jetons du sac. On forme ainsi un nombre de trois
chiffres: le 1°" jeton tiré donne le chiffre des centaines, le 2°™ le chiffre des dizaines et le 3°™
celui des unités.

Combien peut-on former de nombres tels que:
a) le chiffre des unités soit 9;
b) le chiffre 9 figure exactement une fois dans le nombre obtenu;
c) le chiffre 9 figure au moins une fois dans le nombre obtenu.
2) On tire successivement sans remise 3 jetons du sac.
Combien peut-on former de nombres tels que:
a) le chiffre des unités soit 9;
b) le chiffre 9 figure exactement une fois dans le nombre obtenu;

c) le chiffre 9 figure au moins une fois dans le nombre obtenu.

Exercice n°12 (2011)

On dispose d’un clavier ayant huit touches: trois lettres : I, J et Ket cing chiffres:1,2;3;4etb5.

Un code est composé d’une lettre suivi de trois chiffres qui ne sont pas nécessairement distincts.

Avec ce clavier, combien de codes différents peut-on former s’ils :

1.

2
3
4.
5

commencent par | ?

commencent par | et les chiffres sont deux et deux distincts?
commencent par J2?

terminent par 12?

contient seulement des chiffres pairs ou des chiffres impairs?

Exercice n°13 (2009)

A D’entrée d’un batiment, on dispose d’un clavier de 12 touches : trois lettres A,B,C et les neuf chiffres
non nuls. Le code de I’ouverture de la porte est composé d’une lettre suivie d’'un nombre de quatre
chiffres pouvant étre répétés. Par exemple A 4564 .

1. Combien existe-t-il de codes différents ?

2. Combien y a-t-il de codes

a. comportant au moins une fois le chiffre 7 ?

b. pour lesquels tous les chiffres sont pairs ?

c. pour lesquels les quatre chiffres sont différents ?

d. pour lesquels les quatre chiffres forment une suite strictement croissante ?
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Exercice n°14 (2008)
Un clavier de 9 touches permet de composer le code d’entrée d’un immeuble, a I’aide d’une lettre

suivie d’un nombre de 3 chiffres.

Combien de codes différents peut-on former ?
Combien y a-t-il de codes sans le chiffre 1 ?
Combien y a-t-il de codes comportant au moins une fois le chiffre 1 ?

I'-‘.h._\
M o~
O O W

Combien y a-t-il de codes comportant des chiffres distincts ?

o~ N

Combien y a-t-il de codes comportant au moins deux chiffres identiques ?

Exercice n°15 (2007)

Soit les chiffres 0, 1, 2, 4, 5, 6, 8 et les lettres A, B, C, D, E, F, G, H, I, J..

1. Combien de nombres a 4 chiffres peut-on former a partir de ces chiffres.

2. Parmi ces nombres, combien y a-t-il de nombres:
a) impairs
b) supérieurs a 4000
c) dont les chiffres sont tous distincts
d) divisibles par 5

3. Le code est compose de 4 chiffres suivis par deux lettres. Les lettres sont distinctes.
a) Dénombrer le nombre de codes possibles .
b) Combien y a-t-il de codes commencant par O et finissant par H?
c) On sait que le code contient les chiffres 1, 2, 4 et 5. Dénombrer le nombre de ces codes.
d) Combieny a-t-il de codes contenant une fois, et une seule, le chiffre 8?

Solution des exercices 9 a 15

Exercice 9 : Partie A : 1) 26 ou 26 — 1 2) C2 3) C¢ + C2 + C¢ Partie B (sans répétition): 1) AS 2)
AZA% 3) AZA3C? Partie B (avec répétition) 1) 8% 2) 54 32 3) 5% 32(C2

Exercice 10 : 1) C3, 2) a) C2C35 b) C35 €) C3C% + CiCl; d) C2C3 e) CiCECACE

f) CHCha + C3C3y + CCh + CiCly = €, — 5, 3) @) CRCECly b) CRCiCiCy, = BALh
Exercice 11: 1) a) 92 b) €382 ¢) 93 — 83 = (382 + CZ8+ 1 2)a) A3 b) CiA%c) C3A3

Exercice 12:1) 532) A33)524)3 x5 5)3x23+3x33

Exercice 13:1) 3.9% 2) a) 3.83.1.CL + 3.82.12.C2 + 3.8.13.C3 + 3.1*.C} = 3.9* — 3.8* D) 3.44
¢) 3. A5 d) 3 x 6 (si I’écart entre deux chiffres qui se suivent est égal a 1) d) 3 X Cy (si I’écart entre
deux chiffres qui se suivent est plus grand ou égal a 1)

Exercice 14 : 1) 3.6° 2) 3.52 3) 3.6% — 3.53 4) 343 5) 3.63 — 343 = 3.6.5.1.C} + 3.6.1.1
Exercice 15:1) 6.73 2) a) 6.72.2 b) 4.7 — 1 ¢) 643 d) 6.72.2 3) a) 7%A%, b) 1.73.9.1 ¢) A3A3,
d) 63CLA2Z,

14
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8. Exercice sur les mains de poker
Exercice n°16

On choisit simultanément et au hasard 5 cartes (ce qui
constitue une main de poker) dans un jeu de 52 cartes.

Note: Un jeu de 52 cartes contient 4 couleurs (13 carreaux, 13 tréfles, 13 piques et 13 ceurs). Chaque
couleur contient 13 cartes de différentes valeurs : 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, valet, dame, roi,

as.

Les différentes « mains » possibles sont

Q4 4 AA4
\“,.iv[#' AT 4
v 4
4 14
1. Quinte rovale 3. Camré
A 8
' Eﬂé v 9 Q‘Z"""g’ »
4 9 % av’
v Py
4 6
4. Full 6. Suite
X 9
6!%'5.. '52«1“"9’ »
L) / B v, »
4%
Y
6
7. Brelan 8. Double paire 9. Paire
JA
LR
A
v
4

10. Carte forte
1) Prouver que le nombre de quintes royales est égal a 4.
2) Prouver que Te nombre de quintes flush est égal a 36.
3) Prouver que le nombre de carrés est égal a 624.
4) Prouver que Te nombre de fulls est égal a 3744.
5) Prouver que le nombre de couleurs est égal a 5108.
6) Prouver que le nombre de suites est égal a 10200.
7) Prouver que le nombre de brelans est égal a 54912.

8) Prouver que le nombre de doubles paires est égal a
123 552.

9) Prouver que le nombre de paires est égal a 1098 240.
10)Prouver que le nombre de salades (cartes fortes) est égal

~

a 1302 540.

11)Prouver que le nombre de mains est égal a 2598960.
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